Chapitre
Fonctions de Bessel

3.1 Introduction

La fonction de Bessel est parmi les plus fameuses fonctions connues en physique, elle a été introduite pour
la premiére fois en 1817 par Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), pour décrire la propagation des ondes
électromagnétiques dans des tubes cylindriques conducteurs. Cette fonction apparait naturellement comme
solution de I’équation de Helmoltz bidimensionnelle exprimée en coordonnées polaires (dite équation de

Bessel) rencontrée dans un grand nombre de problémes de physique et de mécanique.

3.2 Fonction de Bessel de premiére espéce

L’équation de Bessel d’ordre v est de la forme générale :
1 v?
'+ =y + (1 — 2) y=0 (3.1)
x x

La solution générale de cette équation est une combinaison linéaire de deux solutions particuliéres a définir.

Cherchons une solution sous la forme :
+00
o) = 3 et 52
p=0
Avec «v est un nombre réel a déterminer. Le calcul de la premicre et la dérivée de (3.2), donne :

+o00o
y(@)=a"2 Y (p+a) aa?™! (3.3)
p=0
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“+oo
y'(x) =27 {(ala—1) + 2ap + p(p — 1)} apa? (3-4)
p=0

On injecte les trois derniéres expressions dans 1’équation (3.1), on obtient :

+o00 oo
o2 Z {(a+p)* — v} apa? + Z aprPt? =0 (3.5)
p=0 p=0

Ce qui entraine que la quantité entre les deux accolades {} doit étre nul quelque soit la variable z. On a

alors :
+o0 +oo
> {latp) =} apa? + 3 apatt? =0 (3.6)
p=0 p=0

Apres d’expliciter les deux premiers termes de la premiére série et effectuer le changement de variable

p+2 =y dans la deuxiéme série, ensuite, on remplace p’ par p, I'équation (3.6) devient sous la forme :

+00
{a2 - 1/2} apz’ + {(a+ 1)2 - 1/2} arz' + Z {(a +p)? — 1/2} ap + ap—2] 2P =0 (3.7)
p=2

Les monomes 0, 2!, 2, .. sont linéairement indépendants, alors leurs coefficients soient nuls et on écrit :

(a* —v*)ap =0 (3.8)
{la+1)?-1*}a1 =0 (3.9)
{(a +p)? — 1/2} ap +ap—o=0; pour p=2734. (3.10)

D’aprés la relation (3.9) et si ag # 0, la constante « peut prendre les deux valeurs possibles +v ou —v
avec v > 0. On distingue alors deux cas :

— Premier cas : o = +v

Dans ce cas, et d’aprés la relation ((3.10)) on a :
{(a+p)2—u2}:p(2u—|—p) >0 (3.11)

Ce qui entraine a1 = 0 dans la relation ((3.9)) et par conséquent, tous les coefficients d’indice impair sont
nuls (agr41 = 0,7 = 0,1,2,...). Cela est évident d’apreés la relation de récurrence ((3.10) ). Le reste des

coeflicients d’indices pairs ao, peut étre déterminé en fonction de ag via la relation :

. (-1)'T(1+v)
N 02277"!F(7“ +v+1)

asr (3.12)
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En effet D’apreés la relation (3.10), on remplace p par 2r, on obtient :

a2r—2

— 2 =1,2,3, ... 3.13
4T(1/+T)’r ) ) ? ( )

a2y =

Dans ce qui suit, on explicite '’expression de ao, pour différentes valeurs de » = 1,2, 3, .., on écrit alors :

(=1
r=1 a2=a04(y+1)
r=2 as = ag (-1)°
222 x2x (v+1)(v+2)
r=3 as = ap (_1)3
223 x3x2x (v+1)(v+2)(v+3)
r=4 as = (_1)4

NBa 3% 2x (v+ )w+2)(v+3)(v+4)

D’aprés les derniéres expressions, on peut exprimer le terme générale pour r donné, sous la forme :

(="
— 3.14
W = W%+ D+ 2) (v + 3). (v + 1) (3:14)
Sachant que pour r entier positif, on a :
Fv+r+1)=w+r)...(v+3)(v+2)(v+1I'(r+1) (3.15)
Donc la relation (3.14) devient :
()T (v+1)
_ 3.16
ar = 4o 2277l (v+ 7+ 1) (3.16)
Apreés le remplacement de p par 2r et la substitution de (3.16) dans lexpression (3.2), on trouve :
@ =3 aCUTCED o, (3.17)
vy = a022TT!F(V+T—|- 1)30 '

r=0
En vue que ag est une constante arbitraire, de plus, la sommation dans (3.2) est indépendante de v, donc

on peut le mettre sous la forme :
1

O T 1)

En tenant compte de cette derniére relation, I'expression (3.17) devient alors :

_ :(x)””(—lf“(x)% 218
y(@) = Ju(@) = (3 ;T!F(V—FT—I—I) 2 (3.18)

Jy(x) représente la premiére solution particuliére de I’équation de Bessel (3.1). Si v est un nombre entier

n, (3.18) devient :
y(a) = Jo(z) = (g)y Tz: r,é;% (g)zr (3.19)
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Deuxiéme cas : a« = —v

La relation (3.10) prend la forme :
p(p — 2v)a, +ap—o =0 (3.20)
si p est pair, p = 2r, on a 4r(r — v)ag,+2,—2 = 0.
si p est impair, p=2r+1, on a :
Cr+1){2(r—v)+1}+a2-1=0
(1-2v)a; =0 (d'apres(1.9))
Pour v # 3, a1 = 0. Tous les coefficients d’indice impairs seront nuls car {2(r — v) + 1} # 0. Dans ce cas,

on procéde d’un raisonnement analogue au cas précédent o = v, on arrive & la relation :

y(z) = J_y(z) = (g)ﬁ io 741“(7(:% (g)% (3.21)

r=0

Supposons que v ne soit pas égale & un nombre entier. D’aprés I'étude de la fonction Gamma (T') en
premier chapitre, on voit que I'(1 + r — v) et I'(r + v + 1) gardent une valeur finie quelque soit r fini.
Dans ces conditions, on aura les limites : glclg(l) Ju(x)=0et ;llg%) J_,(x) = 400. Ce qui montre que J,(z) et
J_,(z) sont linéairement indépendantes. La solution générale de 'équation de Bessel (3.1) est alors une

combinaison linéaire de J, et J_, et elle s’écrit :
y(x) = Ady(x) + BJ_,(x) (3.22)

Ou A et B sont deux constantes réelles.

3.2.1 Fonction Bessel pour un nombre entier

Dans le cas ol ¥ = n, avec n entier, la relation (3.21) devient :

J_n(z) = (x>n+§ N G (f)% (3.23)
e 2 ril(r—n+1) \2

r=0

D’apres la propriété de la fonction I' :

1 .
m = 0, S1 r—n<0
L’équation (3.23) :
J_n(z) = (:E)HJFE.O & (f)% (3.24)
" 2 —rl(r—n)l\2
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Posons ' = r — n, il vient :

400 /
T\ " (="t g2 +2n
Tty = (2) 75 LTy 3.5
n(®) 2 %r’!(r’—i—n)! 2 (3:25)
Comme le nom de I'indice de sommation n’a pas d’importance, on écrit finalement la relation (3.25) sous

la forme :

=0 ' (3.26)

J_n(z) = (=1)"Jp () (3.27)

Ce qui montre que pour un ordre entier de I’équation de Bessel, les deux solutions particuliéres J_,, et J,
deviennent linéairement dépendantes. Il faut donc, chercher une autre solution particuliére linéairement

indépendante de J,, pour obtenir I'intégrale générale et qui est dite fonction de Bessel de seconde espéce.

3.3 Fonction de Bessel de deuxiéme espéce ou fonction de Neumann

La fonction de Neumann notée Y, (z) ou N,(z) est une fonction de la variable z et d’ordre v. Elle est

définie comme une combinaison linéaire des deux fonctions J, (z) et J_, () sous la forme :

(cosmv)J,(x) — J_,(x)

sinmy

Y, (z) =

(3.28)

Il est évident que Y, (x) est une solution particuliére de I’équation de Bessel (3.1). La particularité de cette
M ) b 2 : 2 . A O . .

nouvelle fonction, c’est qu’elle se présente sous forme indéterminée 0 lorsque v devient un nombre entier

n. Pour lever cette indétermination, on applique la régle d’Hospital en considérant x fixe et v variable.

On écrit :

9[(cosmv) Jl: (x)—J_v(x)]

hjﬂ Ylz) = hin 83?71":7w
v—sn v—n
v (3.29)
1. aJ, et . DT,
= Ll G 7 O}

On va calculer maintenant la limite des dérivées contenues dans 'équation(3.29). A partir de (3.18), on

déduit :
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aJl’(‘x) x R (—1)T F,(V +r 4+ ]_) T\ Vv+H2r
oy~ llegy = Z rC(v+r+1) T(v+r+1) (5) (3.30)

0J,
Ou I ici représente a—u Les propriétés de la fonction I' permettent d’écrire :
v

ImT'(v+r+1)=(n+r)!

v—n

I Myv+r+1) +1+1+ N 1 (3:31)
im ————> = — —+ ...

v=n (v +7r+1) 7 2 r+n

Ce qui conduit & :

. AJ,(x) x ©= (=) 1 1 a2
] =J (l z ) B N Sk A TR (7) 3.32
om By n(x) log5 +7 Tzzorl(n—i—r)! PRy A\ (3:32)
Notons que, dans cette derniére relation, le premier terme correspondant & r = 0 et n = 0, doit étre nul

Q) _

et ¢a vient du fait que ™) = 7 ce qui entraine que la quantité [1 +5+..+ } égale & zéro quand

r+n

r=0et n=04alafois. On a de méme :

3%7 = —J_,(x) (log§ +’Y) + ; MT(r—v+1)T(r—v+1)

Lorsque v — n, la sommation cette derniére expression sera découpée en deux, I'une correspond a (r—n) >

I r / —n+2r
0J_,(z) x (—1) Mr—v+1) (g) +2 (3.33)

0 et Pautre corresponds a (r —n) < 0, et dans ce dernier cas, on utilise la propriété :

1 I(—p+1)

F(—p 4 1) F(—p—i— 1) = (_1)p(p - 1)', p=1,2,3,... (334)

Il vient :

i 2y <109§+7> SO ()

v—n ov
1 1 T\ 2r—n
+ I+ -4+ (*)
Zn ri(r [ 2 r— n} 2
En effectuant le changement r —n = r’ dans la derniére sommation, puis on remplace r’ par r, on obtient :

i 258 1) (0 ) + 52 S - (5)

v—n v
+oo
1)r+n 1 1 2r+n
o ! (3)
+Z r+n)'r'[ +2+ -t ] 2

On injecte expression des deux dérivées (3.32) et (3.36) dans l'expression (3.22) et on utilise en méme

i
Il
o

(3.35)

(3.36)

temps la relation (3.27), on trouve en définitive :

Jim Y, () = Y (2) = (log +7) ijz_: n*r—l (g)ww

(3.37)

1)+ gzt [ 1 1 1 1
72 ( ) b =4 b —F14=+..+
ri(r +n 2 T 2 r+n
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Qui représente explicitement la deuxiéme solution particuliére de 1’équation de Bessel (3.1) dans le cas ou

lordre v est un nombre entier. On a pour n =0 :

2 (2y" [1 T %] (3.38)

2 T 2 -

Yo(w) = = (log +7) Jo(w) - =
o(z) p 092 +7) Jo(w) ™ (r!)2
En conclusion, la solution générale de I'équation (3.1) est une combinaison linéaire des deux solutions

particuliéres Y, (z) et J,(z) quelque soit l'ordre v et on écrit :

y(zx) = AY,(z) + BJ,(x) (3.39)
ol A et B sont deux constantes réelles.
1 L) l L) ' L) l L) l L)
= - - B
/ \\/ - N -~ =
- - -~
,, ’ N ’ - ~ \\ —_—
/7 N 7 N -
7 / N N . \\ -~
N ”
0 / /7 ,/ \\ . N / ” ,,
,I // rd ~ ~ . . \\ /\/ _
/ / 7
y " 1 ! ’ —J o
I ’ Ky 0
I / / J
g 1
] / /
-1 1 ! — J
| / / 2
| | !/ ——
' i Y,
-' I ’ -
I | ! - e Y1
11 I Y
I [ R
(| 2
| N | 1 | 1 | 1 1 1

FIGURE 3.1 — représentation graphique de quelques fonctions Bessel de premier et seconde espéce.

Université de Chlef Faculté : FSEI 41 Département : Physique 2022/2023



M. Belabbas Niv : L3 Spé : Phyddioetdons de Hankel ou Fonctions de Bessel de troisiéme espéce

3.4 Fonctions de Hankel ou Fonctions de Bessel de troisiéme espéce

Les fonctions de Hankel des premier et deuxiéme types notées respectivement H} () et H2(z), sont deux

autres solutions particuliéres de la ’équation de Bessel (3.1). Elles sont définies par :

Hy(x) = Jy(z) +1iY, ()

(3.40)
Hz(x) = Jy(x) —iY,(z)
et la solution générale prend la forme :
y(z) = CH&(JZ) + DHE(JJ) (3.41)
Ou C et D sont des constantes arbitraires.
3.5 Relation de récurrence
Partant de lexpression (3.18) deJ,(x), on a alors :
+oo
v _ (_1)T 2r+4+2v
x Ju(x) = ; ’r‘!F(U L4+ 1)22r+u
d ., S (EDT@r+20) g
o @Iy (@)) = TZ:O T £ D2’
v—1I® —1)r 2
- (5) S e (3)
2 o ril'((v—1)+r+1) \2
=z"J,—1(x)
Donc :
d v v
e (¥ T (x)) = 2" Ty—1(x) (3.42)
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On a de méme :

+o0 (71)7” )
_ _ )
x VT (x) = ; AT+ + 1)22T+Ux
+o0
- COe
- Z/J — .
dﬁl}' ("L’ l/(x)) TZ:(:)T!F(V—.—T—i—]_)zQT“FVx
+
- 22.0 (—1)’” 2r—1
= (r=DI0(v +r+1)22+
+o0 '
(=™ 2/ +1
7;) (M + (v +1) + 1)22r'+2+yx (avec r' =r—1)

I AN e G AN
= (3) 2 e DD ()

2) L 2
=—x" u+1($)
Donc
d —v —v
e (m Jo (@) = =2z i1 () (3.43)
D’un autre coté on a :
% (2", (x)) = va’ LI, (x) + 2" J. () (3.44)
Et
d , _, -1 —v g
e (27", (2)) = —vz Ju(x) + 27" T, (x) (3.45)
T

Aprés la soustraction membre & membre les deux équations (3.42) et (3.44) ( (3.43) et (3.45)) , en

multipliant le résultat par =% («"), on trouve :

vJ () = vd,(x) — xvJ,41(2) (3.46)
zJ,(z) = —vd,(z) + zJ,_1 () (3.47)

Par addition et soustraction membre & membre des derniéres équations, on obtient respectivement les

deux relations de récurrences :

[Ju—l(x) - Ju-‘rl(x)} (3'48)

N | =

Ty () =
2w, (x) =z [Jy—1(z) + Jyt1(x)] (3.49)

En particulier, lorsque v = 0 dans (3.48), il vient :

Jo(x) = —J1(=) (3.50)
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Les derniéres relations (de (3.42) & (3.50)) sont encore vérifiées par la fonction de Neumann Y, (z). (on

laisse le lecteur de vérifier ¢a).

3.6 Fonction de Bessel pour un ordre demi entier

On sait que le développement (3.18) est valable pour n’importe valeur de v, donc il est possible de donner

1
I’expression de J,(z) pour v = 3 et on écrit :

1 00 1\ N 2r
Ji(z) = (2) D 7,,F((r14)r§,) (§>2 (3.51)

Sachant que :

I'(r+ §) =(r+ %)F(r + %)
= (r %) (227"2):;'/7? (3.52)
@2r+1)/m

22r+1p!

On injecte cette derniére relation dans (3.51), on obtient :
1 +0oo

T\ 3 2(—1)T T\ 2r
10 =(5)" L (3)
1@ =37 go(zrﬂ)! 2
1+
_(2)? i (=1t (E)Z (3.53)
T —  (2r+1)! \2
1
2\2
= (> sinz
T
On établirait de la maniére précédente la relation :
J 2\ 3.54
7%(:10)* (m) cos T (3.54)

1d
En appliquant n fois 'opérateur o S 7V Iptu(z) et & laide (3.43), On peut montrer facilement
x dz

que tous les Jy4,(x), peuvent exprimer en terme de J,(z), et on écrit :

1d
T dr

(@) = (1 (31 (@) (3.55)

1
Et pour v = 3 on a alors :

Ty (@) = 2 (1) (“l)n (b

A Taide de la relation (3.53), on obtient finalement :

i (@) = (=1)"a" \E (i;i)n (‘”Zx> (3.57)
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3.7 Forme intégrale

On rappelle expression de la fonction Béta (voir le chapitrel)

INE]

I'(z)l’
(z) (y)) , B(z,y) = 2/ sin?*Ltcos® 1t dt
0

B = Tavy)

On en déduit que :

1, 1T(k+3HTw+3)

3) =3 T(k+v+1)

2 1 1
/2 sin®Ftcos®tdt = ~B(k + =,v +
0 2 2

Ce qui nous donne :

™

1 2 2 ok, o
- tcos2/t dt
Tk tv+l) mk+prw+;yé sun - teos

1
On remplace m dans la série qui représente J, (équation (3.18)), on obtient :
v
400 k jus
T\ (ZD)Y a2k 2 2 ok, 2
Ju(x) = <7> (7) / sin““tcos“ 't dt
) 5w ) s pre A
v z oo k -2k
2 -1 2k t
= 27(56/ )1 /2 cos*'t Z( ') (E) St ¢ dt
I'(v+ 5) 0 Pt k! 2 'k + Q)
2k)!
Ou on a permuté 'intégration sur ¢ et la sommation sur k. Sachant que I'(k + %) = %
2 (@/2)" / T NN EDE g\ 2R o
Jy(x) = ==L vt (—) ¢y dt
= Jereen e X S (6 e
2 2 B R
= —=—" cos't xsint dt
VAT + 1) Jy kzzo o1 i)

L’expression entre {} n’est que le développement de cos(zsint), on écrit :

2 2" [2
Jy(x) = —% /2 cos*tcos(zsint) dt

VTT(v+3) Jo

En faisant dans cette derniére intégrale le changement de variable
du
u = sint , dt = —— cost)? = (1 —u?)
Viow (st =0

On obtient :

2 (z/2)"

En particulier :

Jo(x) = 2/0 Mdu . Ji(z) = 296/0 cos(zu)\/ (1 —u?)du

-2 ™

(3.58)

(3.59)
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3.8 Développement en série des fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel constituent un systéme de fonctions orthogonales dans 'intervalle 0, a] par rapport

a la fonction poids /z et elles vérifient :
/ xJ,(Anz)Jy(Amz) doz = dpm (3.60)
0

Avec J, (M) = 0 c’est & dire que les nombres A, sont les zéros de la fonction de Bessel d’ordre v. Ainsi
toute fonction f(z) définie dans l'intervalle ]0,alet telle que /zf(x) est absolument intégrable, admet

pour développement :
+o00

f(I) = Z aunJu()\nl’) (3.61)

n=0

O les coefficients du développement sont déterminé via I’expression :

1 a
am =5 | @) n) ds (3.62)
vn J0
Avec
2 o a’ /2 v 2
N, = ; xJ;(Apz)de = 5 J2(Ana) + [ 1— a2 JZ(Ana) (3.63)

3.9 Fonctions de Bessel modifiées [,, K,

Ce sont les solutions particuliéres de I’équation différentielle :
ity (142 (2) =0 (3.64)
— p— _— z = .
vty = )Y
Qui peut étre obtenue par un simple changement de variable x = iz dans I’équation (3.1). Selon (3.39),

la solution générale de (3.64) sera donc une combinaison linéaire de Y, (iz) et J,(iz), et on écrit :

y(z) = AY, (iz) + BJ,(iz)
(3.65)

= Cle(Z) + CQKU(Z)
Ici v est un nombre réel quelconque et Cq , Co, sont des constantes arbitraires. Les deux fonctions I,(z)
et K, (z) sont respectivement appelées les fonctions de Bessel modifiées (ou parfois les fonctions de Bessel
hyperboliques ) du premier et du deuxiéme type et sont définies comme :
2\ V+2n
e ()
2

W) =700 = 2 o

(3.66)
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K,(z) = gw véN (3.67)

Notons que le facteur i

est introduit dans (3.66) pour avoir une fonction réelle si x est réel. Lorsque
v # n, n un nombre entier et lorsque v = n, la limite est utilisée. Ceux-ci sont choisis pour avoir une valeur

réelle pour les arguments réels et positifs z . Le développement en série pour I,(z) est donc analogue a

celle de J,(x) , mais sans Palternance (—1)" facteur. En particulier, si v réduit & un nombre entier n :

In(z) = i a(i2) = i (1) (i2) = (1) (2)
Do :
In(2) = I_n(2) (3.68)
On peut déduire aussi :
In(—2) = (=1)"I(2) (3.69)

Quand v est différent d’un nombre entier, les deux solutions I,,(z) et I_,(z) deviennent linéairement

indépendantes et la solution générale (3.70) de I’équation (3.64) se réduit a :

y(z) = al,(z) + BI_,(2) (3.70)

3.9.1 Propriétés des fonctions I, K,

La linéarité de ces fonctions avec celles de Bessel J,, et Y, permet de déduire les principales propriétés

suivantes :

d v _ v

4 e n) = L)

diz [z, (2)] = 27" L41(2) (3.71)

1) = h(e)

2v
L-1(2) = Lya(2) = —1(2)
. (3.72)

L1(2)+ La(z) = 255(2)
d v _ v
4 ES) = K (2)
dilz [27VK,(2)] = =27V Ky41(2) (3.73)
L Kolz) =~ (2
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3.10 Exercices résolus

Exercice 1 :

Etablir les relations suivantes :

Solution :

En utilisant la relation (3.18)

fﬁ—< 1 (ff’“%
'3  kIr (3 +k:+1) 2
2k+2

\[Z ET(k + + 2) 22k+2
\/» 222k+1k[ 2k+2
Z k:' (2k + 3)(2k + 1)! 22k+2

w

Zk 2
\/ + )x%“(multiplier et diviser par (2k+ 2)

2k:+3

k 1 2k
\/ 2k—|— )x%(on a chang k par k—1)

_ (=D 'k +1) 1]
_\/72 (2k+ 1)! o

(3.74)

2 )
= | — [sinz — icosz]
T
— _Z ieiw
T
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—~
~

H3(z) = Ji(z
2 2

2 )
= | — [sinz + icosz]
71'

‘ma

—iz

3
8

D’aprés la définition (3.66), on a :

T %+2n
Z*“’ (3)
I = _
%(x) — nll(3 +n+1)

. (E)%-&-Zn
=2 nl(1 +2n)I‘(% +n)

1
)5"‘27},

22np)

_ 2
Z n!(3 +n)(2n)l/m

2 l+00 p2n+1

!
= (2n+1)!

Exercice 2 :

D’aprés les propriétés de la fonction Bessel, établir les relations suivantes :

(a) Js5(z) = _2 <i§ - 1) Jo(z) + (sz - % + 1) Ji(x)

(b) [ Ji(z)dz = —Jo(z) + cte

(¢) [Js(x)dz = Jo(z) — %Jl(:c) +c

Solution :
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(a) tout en basant sur la relation de récurrence (3.49), on écrit :

Js(z) = %14(33) — Jy()
_ % EJS(J;) - Jg(m)} — J3()
- (g . 1) J3(z) — = Jo(x)
_ <;‘§ _ 1) <ij2(9c) - Jl(x)> - ()
1

- <1§f - j) Jo(z) - (ii - 1> Ji(x)
=2 (5 -1) |2 - )] - (52 1) aio)

(b) En intégrant la relation (3.50), on trouve sans peine le résultat.

/Jg(a:)dx = /x2 [272J3(z)] dz

z 2 J3(z)de = dv, , 2zdr =du, v=—z"2Jy(x)(selon(3.43))

(c) ona:

= —Jao(x) + 2/ e Iy (z)de = —Ja(z) — 2271 (2) + ¢ (3.43)pourv = 1

Ji(x) — le( ) + ¢ relation (3.49)

Exercice 3

Montrer que :

ol ¢ est une constante. Solution

Les deux fonctions J,(z) et J_,(x) vérifient respectivement les équations différentielles de Bessel :
2

T (2) + %J;(@ + (1 - ;) Jo(x) = 0

V2

J'(z) + %J'_,,(a:) + <1 - ) J_u(z)=0

En multipliant la premiére par J_,(z) et la deuxiéme par J,(z), on obtient :

L2
J" ()], (x) + %J'ﬂ,(x)Jy(x) + (1 — x2> J_o(x)J,(x) =0
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En soustrayant la premiére équation de la deuxiéme, on trouve :

JL/(‘T)JfV(l') — Jﬁu(l‘)Jy(m) + l

— [T (@) Tofw) = Ty (@) (@) = 0

J_u(@) [w(2)] + T ()T (x) — I (2)z ], () — Ju(z) [ ,(x)] =0

[Jou(@)x ) (@) = Jy(2)z]",(z)] =0

Toy(@)rdy (@) — Jy(w)xd,(2) = ¢

Too(@) () = Ju(@) T (z) = &
Exercice 4 :

1) Calculer 'intégrale suivante :

+oo
W = / 2¥J,(ax)e P dx
0

2) Déduire que :
1

1. Jo(azx) e by = ———
f o Va2 + b2

1
2. f+oo Jn(ax)dr = = (n est un entier positif)
a
1
3. f dx = — (n est un entier positif non nul)
n
Solution :

Suite a la définition (3.18), on a :

+o00
(=1)" ax\ 2rt+v
Han) =3 e (2)

v ol aN“" orqu
=(5) ;%ruxijl+ﬂ)(2)2$ '

On injectant cette derniére dans l'intégrale et en intervertissant sommation et intégration, on obtient :

+o0o

v 1) r [t
=) Sty () e

D’apres la définition de la fonction I', on a :

oo F'2v+2r+1)
—bx_ 2r+2 g _
/o et dr = pevT2rtl

et d’aprés la formule de duplication, on a :

D2 +2r+1) 22+

foars]
Tv+r+1) & v

5)
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En tenant compte les deux derniéres relations, W s’écrit :
+o00o
¥ a” (=1)" 1, ra\2r
W= e o T+ (5)
r=

Le développement limite de (1 + x)® permet d’écrire :

(1+ x)_”_% =

et par conséquent :

(a® +0%) "2 =

Ce qui nous permet d’établir :

(2a)"T(v + %)

+oo
W = / ¥ J,(ax)e dr = ————— 27
0 Vr(a? + %)t

1. il suffit de prendre v = 0 dans I'intégrale W, on trouve :

+oo INE® 1
%% :/ Jo(aac)e_bxdaj = (3) - = -
0 V(a2 + %)z (a® 4 b?)2

d’ou le résultat.

2. On montre le résultat par récurrence, tout d’abord, on le vérifie pour n = 0 et n = 1. Ensuite, on
suppose que la relation est vraie pour n et on montre qu’elle est vraie pour n + 2. Pour n = 0 et

1
d’aprés la derniére relation, il est claire que pour b = 0, on aura : f0+oo Jo(az)e™*dx = = Pour

a

n=1,ona:

+o00 _ +oo dJo(ax) ;o
/1 Ji(azx)dx = —/0 d(az) dz, (Jy=—-J1)

1
=_2 ] +oo _ 2
p o(ax) 0 a

Puisque Jp(+00) = 0 et Jp(0) = 1. On suppose que le résultat est vrai pour n i.e.

o 1
JIn dr = —
/0 (ax)dz .

Et en intégrant la relation de récurrence (3.48) entre 0 et +00, on obtient :

+o0o
B@E* =5 [ @ = Jea @) e
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Le premier membre est nul pour n entier strictement positif, on a alors :

+oo +oo
/ Int1(x)dx = / Jn—1(x)dx
0 0

En remplacant x par bz et n par n + 1 on obtient :

+oo +oo 1
/ Jpy2(z)dr = / Jn(z)dr = =
0 0

D’ou le résultat.

3. En revenant a la relation de récurrence (3.49), on l'intégre entre 0 et 400, on obtient :

“+oo +oo +oo
Qn/ Jn(x)d:v:/ JnH(m)dm—i—/ In—1(x)dz
0 0 0

X

or d’aprés le résultat précédent, on a :

+oo +oo
/ In+1(x)dx = / In—1(z)dr =1
0 0

Donc,

400
Zn/ In(2) de =2
0

T

/+oo Jn () do — 1
0 x n

Alors :

D’ou le résultat.

Exercice 5 :
Trouver dans ce qui suit, la solution générale des équations différentielles du seconde ordre par réduction

a I’équation de Bessel.
Loy +y +2y=0
2. 2y +y + 2y =0, (2 = V)

77 1/ 1 1 — J—
~y+xy+(4m 16:62)3/—0, (z = V)

w

42y’ —y +2y=0, (y(z) = zu(z))

ot

) yn_'_xy:(), (y:uﬁ’ %m%:z)

=

Ax?y" +day + (2 -7y =0, (2(z) = V)

Toay’+ (1 +2)y +ay =0, (y(z) =2""u(z))
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8. #%y” + (¢ + 1)y =0, (y(z)= (Vau(z))

Solution :

1. zy” + 9’ + xy = 0 Par division cette équation par x, on remarque qu’elle n’est que la fonction de

Bessel d’ordre zéro v = 0, donc la solution générale s’écrit : y(x) = AJy(z) + BYp(x).
2. 2y’ +y + 3y =0, (2 = Vz)

, dz dy 1 dy
T drd:  2zdz
p_dzdy  1dy 1 d%
Y =4z dz 423 dz 422 d2?
On remplace ces derniéres expression dans ’équation donnée, on trouve

1 dy 1 d%y 1dy 1
2 2 Lay 1
TP 4Bdz P12 a2 tqy=0
d%y 1dy
— 0
dz2 " 2dz +y(2) =

La derniére équation présente l’équation Bessel d’ordre v = 0 dont la solution est

y(z) = Ajo(z) + BYo(z)
D’otu la soltion générale de I’équation donnée est

y(x) = Ajo(vx) + BYo(V/x)

o1 1 1

SV V4 e
on aura :

> = 0, En tenant compte du changement de variable donné (z = /z),
p_dzdy _ 1dy
drdz  2zdz
ndz dy 1 dy 1 d%y

T drd: 423d: | 422422

L’équation donnée devient :

423dz | 422dz2? 223 dz
1 d%y 1 dy

12232 T aBd T (422 16Z4>
d>y ldy (+1/2)?
o (1L |y =0
dz2 * zdz + < 22 4

L’équation différentielle obtenue, est de type de Bessel d’ordre v = 1/2 dont la solution générale

1dy 1 d%% 1 dy 1
_—_— _— _— :0
+ 472 16z Y

est :

y(2) = Ajrj2(2) + Bj1/2(2)
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Donc, on déduit la solution générale de I’équation donnée sous la forme :

y(x) = Aj1)2(V&) + Bj_1/2(Vx)
4oy’ —y +2y=0, (y(z) = zu(z))

/

y' = u(z) + 2u/ ()
" = 2! + zu

En substituant les derniéres expression dans I’équation donnée, on obtient :
1 1
u’ + =u' + (1—2> =0
x T
Qui a la forme d’une équation de Bessel d’ordre v = +1 et dont la solution s’écrit :
u(z) = AJi(x) + BYi(x)
On en déduit la solution générale de I’équation donnée sous la forme :

y(x) = AxJy(x) + BzYi(x)

Wi
(S5

5y +axy =0, (y:uﬁ, x

aura :

= z) On commence par le changement de fonction y = u+/z, on

y = 2\1/511(35) + Vau'(x)
1 1 -s

y' = Vau'(z) + —=u'(z) - co2 u(z)

/T

En remplacant ¢a dans notre équation on trouve :

s oz

zu (z) + o' () + (:c - 4) u(z) =0

Aprés, on passe au changement de variable %.TZ = z dans cette derniére équation, on obtient :

2 3 3 5 2 dz 3 5
—r2 =z, r=|=] =23, — == z
3 2 dx 2

W=
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En remplagant ces expressions dans la derniére équation de la fonction u(x), on obtient finalement :

jzl ’
2y 1du 3

agu o 1—
szJrzalzJr 22

On en déduit directement la solution générale de 1’équation donnée donnée sous la forme :

y(@) = AVa ) (S ?)

X
3

)+ B\/EJ_;(gx

[SVRN
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